
ISSN 1810-0198. Вестник Тамбовского университета. Серия Естественные и технические науки

Том 23, № 122 2018

DOI: 10.20310/1810-0198-2018-23-122-154-157
УДК 517.929.7

О СПЕКТРАЛЬНОЙ ЗАДАЧЕ И ПОЛОЖИТЕЛЬНЫХ РЕШЕНИЯХ
ДЛЯ ФУНКЦИОНАЛЬНО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ

ЧЕТНОГО ПОРЯДКА

c⃝ М.Ж. Алвеш1), С.М. Лабовский2)

1) Университет им. Эдуардо Мондлане
CP 257, Мозамбик, г. Мапуто, Площадь 25 июня, 257

E-mail: mjalves.moz@gmail.com
2) ФГБОУ ВО «Российский экономический университет им. Г.В. Плеханова»

117997, Российская Федерация, г. Москва, Стремянный пер., 36
E-mail: labovski@gmail.com

Аннотация. Получены условия базисности системы собственных функций для
функционально-дифференциального оператора четного порядка при специаль-
ных краевых условиях. Установлена эквивалентность ряда классических утвер-
ждений, в том числе утверждения типа Валле-Пуссена, а также положительно-
сти соответствующего квадратичного функционала.
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1. Задача и обозначения

Рассматривается задача Lu = f при краевых условиях

u(k)(0) = 0, k = 0, . . . ,m− 1, (1)

u(k)(l) = 0, k = m, . . . , 2m− 1, (2)

где функционально-дифференциальный оператор L определяется равенством

Lu(x) := (−1)mu(2m) −
∫ l

0

u(s)r(x, ds), x ∈ I := [0, l], (3)

(m ≥ 1 ), f ∈ L2(0, l), L2(0, l) – множество функций, интегрируемых с квадратом по
Лебегу на [0, l].

Задача является частным случаем задачи, рассмотренной в [1]. Она может быть
получена вариационным способом из квадратичного функционала ⟨u, u⟩ , билинейный
функционал определяется равенством

⟨u, v⟩ :=
∫ l

0

u(m)v(m) dx−
∫
I×I

u(s)v(x) dξ. (4)
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Интеграл в (3) – интеграл Стилтьеса, вместо r(x, ds) может быть написано dsr(x, s).

Функция r(x, ·) может рассматриваться как обычная неубывающая или же как мера.
Отметим, что в частном случае (дискретная мера) получим уравнение с отклоняющим-
ся аргументом, если ∫ l

0

u(s)r(x, ds) =
∞∑
i=1

pi(x)u(hi(x)).

Предполагаем, что r(x, ·) при почти всех x ∈ I не убывает на I, для любого s ∈ I

функция r(·, s) интегрируема по Лебегу, ξ(x, y) =
∫ x

0
r(t, y) dt определяет симметрич-

ную меру на I × I (т. е. ξ(e× g) = ξ(g × e) ).
Другие обозначения:
• W k ( k ≥ 0 ) – множество функций u, имеющих абсолютно непрерывную на [0, l]

производную u(k), u(0) = u. Форму ⟨u, v⟩ рассматриваем в множестве функций
из Wm−1, для которых

∫ l

0

(
u(m)

)2
dx <∞.

• W0 – множество функций из Wm−1, удовлетворяющих краевому условию (1), а
также условию [u, u] <∞, где

[u, v] :=

∫ l

0

u(m)v(m) dx.

W0 является гильбертовым пространством относительно [u, v].

2. Результаты

Теорема 1. Спектральная задача Lu = λu при краевых условиях (1), (2) имеет
полную и ортогональную в W0 и в L2(0, l) систему собственных функций Luk = λk,

k = 0, 1, 2, . . . , λ0 ≤ λ1 ≤ · · · , λk → ∞. Для λ, отличного от собственных значений,
краевая задача Lu− λu = f имеет единственное решение при любой f ∈ L2(0, l).

Определим «урезанный» оператор Lν равенством

Lνu := (−1)mu(2m) −
∫ l

ν

u(s)r(x, ds), x ∈ [ν, l], (5)

и краевое условие
u(k)(ν) = 0, k = 0, . . . ,m− 1. (6)

Решение задачи (−1)mu(2m) = z, (1),(2), удовлетворяет при z ≥ 0 условиям

u(k) ≥ 0 (k = 0, . . . ,m− 1), (−1)k−mu(k) ≥ 0 (k = m, . . . , 2m− 1). (7)

Следующее утверждение обобщает некоторые результаты из [2].

Теорема 2. Следующие утверждения эквивалентны:
1. Квадратичный функционал ⟨u, u⟩ положителен в множестве W0.

2. При любом ν ∈ [0, l) «урезанная» краевая задача Lνu = 0, (6),(2), имеет только
нулевое решение.
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3. Наименьшее собственное число λ0 спектральной задачи Lu = λu при краевых
условиях (1),(2) положительно.

4. Краевая задача Lu = f, (1),(2), однозначно разрешима, и ее решение положи-
тельно при любой неотрицательной ненулевой f.

5. Существует v ∈ W 2m−1, удовлетворяющая (7), дающая неотрицательную не-
вязку Lv = ψ ≱≡ 0, и удовлетворяющая условию u(2m−1)(l) ̸= 0.

Утверждение о существовании неотрицательной функции v, дающей неотрицатель-
ную невязку составляет содержание так называемой теоремы Валле-Пуссена [3] о диф-
ференциальном неравенстве. В данном случае – это частный случай теоремы, полу-
ченной в [1]. Использование конкретных пробных функций v позволяет получать эф-
фективные оценки–условия положительности функционала (положительности первого
собственного числа). Например, полагая v(x) = (x+ ε)m−0.5 ( ε > 0 ), получим следую-
щее достаточное условие положительности первого собственного числа:∫ l

0

(s+ ε)m−0.5dsr(x, s) ≤
((2m− 1)!!)2

22m
(x+ ε)−m−0.5.

В частном случае, когда
∫ l

0
u(s)dsr(x, s) = p(x)u(x), получим оценку

p(x) ≤ (2m− 1)!!)2

22m(x+ ε)2
,

которая при m = 1 совпадает с известной оценкой p(x) ≤ 1/(4(x+ ε)2).
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